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Аннотация. Рассматривается уравнение G(x) = ỹ, где отображение G действует из мет-
рического пространства X в пространство Y, на котором определено расстояние, ỹ ∈ Y.

Метрика в X и расстояние в Y могут принимать значение ∞, расстояние удовлетворяет
лишь одному свойству метрики: расстояние между y, z ∈ Y равно нулю тогда и только
тогда, когда y = z. Для отображений X → Y определены понятия множеств накрывания,
липшицевости и замкнутости. В этих терминах получено утверждение об устойчивости в
метрическом пространстве X решений рассматриваемого уравнения к изменениям отоб-
ражения G и элемента ỹ. Это утверждение применено к исследованию интегрального
уравнения

f
(
t,

∫ 1

0

K(t, s)x(s)ds, x(t)
)

= ỹ(t), t ∈ [0, 1],

относительно неизвестной измеримой по Лебегу функции x : [0, 1]→ R. Получены доста-
точные условия устойчивости решений (в пространстве измеримых функций с топологией
равномерной сходимости) к изменениям функций f,K, ỹ.
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Abstract. Consider the equation G(x) = ỹ, where the mapping G acts from a metric space
X into a space Y, on which a distance is defined, ỹ ∈ Y. The metric in X and the distance in
Y can take on the value ∞, the distance satisfies only one property of a metric: the distance
between y, z ∈ Y is zero if and only if y = z. For mappings X → Y the notions of sets of
covering, Lipschitz property, and closedness are defined. In these terms, the assertion is obtained
about the stability in the metric space X of solutions of the considered equation to changes
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of the mapping G and the element ỹ. This assertion is applied to the study of the integral
equation

f
(
t,

∫ 1

0

K(t, s)x(s)ds, x(t)
)

= ỹ(t), t ∈ [0.1],

with respect to an unknown Lebesgue measurable function x : [0, 1]→ R. Sufficient conditions
are obtained for the stability of solutions (in the space of measurable functions with the topology
of uniform convergence) to changes of the functions f,K, ỹ.
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Введение

Результаты о неподвижных точках операторов — один из основных инструментов до-
казательства теорем существования решений различных классов уравнений, в том числе
дифференциальных, интегральных, функционально-дифференциальных. Так, в большин-
стве работ по интегральным уравнениям (см., например, [1–3]) исследуются уравнения
вида

x(t) = f
(
t,

∫ 1

0

K(t, s)x(s)ds, x(t)
)
, t ∈ [0, 1]. (0.1)

Разрешенность уравнения (0.1) относительно неизвестной функции x позволяет приме-
нить к его изучению результаты о неподвижных точках. Однако, если уравнение не раз-
решено относительно неизвестной функции (или ее производной), условия его разреши-
мости, как правило, не удается получить с помощью теорем о неподвижной точке. Для
исследования таких уравнений часто оказываются эффективными утверждения о точках
совпадения и об операторных уравнениях, использующие свойства накрывания (также
называемого регулярностью) отображений в метрических пространствах или в более об-
щих пространствах с расстоянием. Такой подход для нелинейных интегральных уравнений
Вольтерры, не разрешенных относительно неизвестной существенно ограниченной функ-
ции, был реализован в [4]. Аналогичные методы были использованы в [5] при исследовании
задачи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения, не разрешенного относи-
тельно производной. Для таких уравнений утверждения об уравнениях с накрывающими
отображениями метрических пространств позволили также исследовать корректность за-
дачи Коши (см. [6]), получить условия существования и оценки решений краевых задач
(см. [7]), задач управления (см. [8, 9]).

Распространения на обобщенные метрические пространства результатов о накрываю-
щих отображениях, полученные в работах [10–12], открывают возможности исследования
более широких классов уравнений. В данной статье демонстрируются такие возможности
применительно к интегральному уравнению в пространстве измеримых функций.

В первой части вводятся основные понятия, в том числе определяются множества на-
крывания и липшицевости отображения, действующего из метрического пространства в
пространство с расстоянием. Далее рассматривается абстрактное уравнение с отображени-
ем, действующим из метрического пространства в пространство с расстоянием. Получены
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условия устойчивости решений к изменениям этого отображения. Во второй части статьи
определяются расстояния между измеримыми функциями, а также исследуются множе-
ства накрывания и липшицевости конкретных отображений, действующих в полученных
пространствах. Это утверждение в третьей заключительной части статьи применяется к
исследованию нелинейного интегрального уравнения в пространстве измеримых функций.
Здесь получены условия существования и устойчивости решений к изменениям функций,
определяющих уравнение.

1. Основные понятия

Стандартно обозначаем через R+ множество неотрицательных действительных чисел,
R+ = [0,+∞]. Эти множества полагаем линейно упорядоченными «естественным число-
вым порядком», причем +∞ > r при любом r ∈ R+.

Пусть X = (X, ρ) — метрическое пространство с метрикой ρ : X×X → R+. Обозначим
BX(x0, r) = {x ∈ X : ρ(x, x0) ≤ r} — замкнутый шар в X с центром в точке x0 ∈ X

радиуса r ∈ R+ (если r = +∞, то BX(x0,+∞) = X при любом x0 ).
Пусть также задано множество Y 6= ∅. Расстоянием в Y называют отображение

d : Y × Y → R+ такое, что

∀y1, y2 ∈ Y d(y1, y2) = 0 ⇔ y1 = y2 (1.1)

(в отличие от метрики, расстояние d может быть несимметричным и может не удовле-
творять неравенству треугольника). Будем говорить, что последовательность {yi} ⊂ Y

сходится к элементу y ∈ Y и писать yi → y, если d(yi, y)→ 0.

Для отображения f : X → Y при определении аналогов классических понятий непре-
рывности и замкнутости следует учитывать, что в случае сходимости последовательности
f(xi) ее предел может быть не единственным. Поэтому, например, требование замкнуто-
сти графика отображения f : X → Y является чрезвычайно ограничительным. В связи
с этим обстоятельством в [11, 13] введено следующее понятие множества замкнутости
отображения f относительно множества U ⊂ X,

Cl[f ;U ] :=
{

(x, y) ∈ X × Y | ∀{xi} ⊂ U xi → x, f(xi)→ y ⇒ f(x) = y
}
.

Для характеристики свойств накрывания и липшицевости определим еще два терми-
на, введенные для отображений метрических пространств в [14] и распространенные на
рассматриваемые здесь отображения X → Y в [11,13]. Пусть заданы числа α > 0, β ≥ 0

и множество U ⊂ X. Определим множества

Covα[f ;U ] :=
{

(x, y) ∈ X × Y | ∃u ∈ U f(u) = y, ρ(x, u) ≤ α−1d(f(x), y), ρ(x, u) <∞
}
,

Lipβ[f ;U ] :=
{

(x, y) ∈ X × Y | ∀u ∈ U f(u) = y ⇒ d(f(x), y) ≤ βρ(x, u)
}
,

которые будем называть, соответственно, множествами α -накрывания и β -липшицевости
отображения f относительно U.

Для определенных здесь множеств справедливы соотношения:

U ⊂ U ⊂ X × Y ⇒
Cl[f ;U ] ⊃ Cl[f ;U ], Covα[f ;U ] ⊂ Covα[f ;U ], Lipβ[f ;U ] ⊃ Lipβ[f ;U ].

(1.2)
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Отметим, что используемые в теореме Арутюнова [15] о точках совпадения отображе-
ний ψ, ϕ : X → Y (в случае, когда оба пространства X и Y метрические) свойства α -
накрывания отображения ψ и β -липшицевости отображения ϕ равносильны равенствам
Covα[ψ;X] = X × Y, Lipβ[ϕ;X] = X × Y. Теорема Арутюнова в [10] была распространена
на отображения f -квазиметрических пространств, в [12] — на отображения, действующие
из метрического пространства в пространство с расстоянием. Сформулируем это утвер-
ждение.

Пусть заданы отображение F : X ×X → Y и элемент ỹ ∈ Y. Рассмотрим уравнение

G(x) := F (x, x) = ỹ. (1.3)

Исследуем устойчивость решений уравнения (1.3) к изменениям отображения F и эле-
мента ỹ. Но прежде приведем условия разрешимости этого уравнения.

Лемма 1.1 (см. [11]). Пусть метрическое пространство X полное и задан элемент
x0 ∈ X такой, что d

(
F (x0, x0), ỹ

)
< ∞. Предположим, что существуют α > β ≥ 0

такие, что для любого x ∈ U := BX(x0, R), где R := (α − β)−1d
(
F (x0, x0), ỹ

)
, выполнены

включения

(x, ỹ) ∈ Covα[F (·, x);X], (x, ỹ) ∈ Lipβ[F (x, ·);U ], (x, ỹ) ∈ Cl[G;U ].

Тогда в шаре U существует решение уравнения (1.3).

Теперь рассмотрим задачу об устойчивости решений уравнения (1.3), которую будем
трактовать следующим образом. Пусть заданы отображения Fi : X ×X → Y и элементы
ỹi ∈ Y ( i ∈ N ). Нас интересуют достаточные условия существования при каждом i

решения x = ξi уравнения

Gi(x) := Fi(x, x) = ỹi, i ∈ N . (1.4)

и сходимости последовательности {ξi} к решению уравнения (1.3).

Теорема 1.1. Пусть метрическое пространство X полное и задано решение x = ξ∈X
уравнения (1.3). Предположим, что при каждом i ∈ N существуют αi > βi ≥ 0 такие,
что при i→∞ имеет место сходимость

Ri :=
1

αi − βi
d
(
Fi(ξ, ξ), ỹi

)
→ 0

и для любого x ∈ Ui := BX(ξ, Ri) выполнены включения

(x, ỹi) ∈ Covαi [Fi(·, x);X], (x, ỹi) ∈ Lipβi [Fi(x, ·);Ui], (x, ỹi) ∈ Cl[Gi;Ui]. (1.5)

Тогда для любого i ∈ N существует решение x = ξi уравнения (1.4) такое, что ξi → ξ

при i→∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 1.1 уравнение (1.4) имеет решение x = ξi,

принадлежащее шару Ui = BX(ξ, Ri). Так как при i → ∞ для радиуса этого шара
выполнено Ri → 0, получаем, что последовательность {ξi} сходится в метрическом про-
странстве X к элементу ξ.

Отметим, что в случае, когда оба пространства X и Y являются метрическими, усло-
вия устойчивости операторных уравнений вида (1.4) получены в [4], а условия устойчиво-
сти точек совпадения — в [16].
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2. Множества накрывания и липшицевости отображений
в пространствах измеримых функций

Здесь рассматриваются множества замкнутости, липшицевости и накрывания опера-
торов, порождающих интегральное уравнение. Формулируемые здесь результаты с дока-
зательствами содержатся в рукописи статьи «Метод исследования интегральных урав-
нений, использующий множество накрывания оператора Немыцкого в пространствах из-
меримых функций» (авторы: Е.С. Жуковский, В. Мерчела), недавно представленной в
журнал «Дифференциальные уравнения», и частично в работе [11].

Мы будем рассматривать интегральные уравнения в классе измеримых по Лебегу
функций. Если окажется, что интеграл от некоторой измеримой функции не существует,
будем писать, что этот интеграл равен ∞. Поэтому наряду с «обычным пространством»
R действительных чисел будем рассматривать его расширение R = R ∪ {∞}. В R опре-
делим разность двух элементов, среди которых есть ∞, соотношениями

∞−∞ = 0, ∀x ∈ R x−∞ =∞− x =∞.

Определим операцию вычисления модуля как отображение | · | : R→ R+, причем, будем
полагать, что |∞| = +∞.

Обозначим через S пространство измеримых (по Лебегу) функций u : [0, 1] → R,
а через S его подпространство, содержащее измеримые функции, принимающие только
конечные значения. В пространстве S определим расстояние следующим образом.

Пусть задана функция двух аргументов θ : R×R→ R+ такая, что при любом фиксиро-
ванном втором аргументе z ∈ R функция первого аргумента θ(·, z) : R→ R+ непрерывна
в точке z, выполнено θ(z, z) = 0 и

∀δ > 0 ∃γ = γ(z, δ) > 0 ∀z′ ∈ R |z′ − z| ≥ δ ⇒ θ(z′, z) ≥ γ.

В силу принятых предположений θ является расстоянием в R, обозначим Rθ
:= (R, θ).

Будем также предполагать, что функция θ суперпозиционно измерима: выполнено
θ(z1, z2) ∈ S для любых z1, z2 ∈ S (условия суперпозиционной измеримости для простран-
ства S получены в [17], см. также [18, с. 110]; эти условия сохраняются и для рассматри-
ваемого здесь пространства S ). Определим отображение

d θ : S× S→ R+, ∀z1, z2 ∈ S d θ(z1, z2) = vraisup
t∈[0,1]

θ(z1(t), z2(t)).

Для отображения d θ, очевидно, выполнено соотношение (1.1), поэтому d θ — расстояние
в S. Определим пространство Sθ := (S, d θ) и его подпространство Sθ := (S, d θ).

Примером функции θ : R × R → R+, отвечающей всем сформулированным требова-
ниям, является функция

θ0 : R× R→ R+, ∀z1, z2 ∈ R θ0(z1, z2) = |z1 − z2|.

Эта функция является метрикой в R, обозначим Rθ0
:= (R, θ0).

Легко проверяется, что сходимости в пространствах Rθ и Rθ0 равносильны. Поэтому
в дальнейшем при рассмотрении непрерывных функций, определенных или имеющих зна-
чения в R, мы не будем оговаривать, относительно какого из расстояний θ или θ0 они
непрерывны.
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Через функцию θ0 в S определяется метрика

d θ0 : S× S→ R+, ∀z1, z2 ∈ S d θ0(z1, z2) = vrai sup
t∈[0,1]

|z1(t)− z2(t)|.

Соответствующее метрическое пространство измеримых функций обозначим через
Sθ0 := (S, θ0), а его подпространство конечных функций — через Sθ0 := (S, θ0). Оба метри-
ческих пространства Sθ0 , Sθ0 являются полными.

Теперь рассмотрим отображения Sθ0 → Sθ, которые в следующем разделе будут ис-
пользоваться для исследования интегральных уравнений.

Пусть задана функция g : [0, 1]× R→ R такая, что при любом x ∈ R и п.в. t ∈ [0, 1]

функция g(·, x) : [0, 1] → R измерима, функция g(t, ·) : R → R непрерывна. Определим
оператор суперпозиции (оператор Немыцкого) соотношением

Ng : Sθ0 → Sθ, ∀u ∈ Sθ0 (Ngu)(t) = g(t, u(t)), t ∈ [0, 1].

П р е д л о ж е н и е 2.1. Cl[Ng;Sθ0 ] = Sθ0 × Sθ.

Пусть задано измеримое многозначное отображение Φ : [0, 1] ⇒ R такое, что при
любом t ∈ [0, 1] множество Φ(t) ⊂ R не пусто и замкнуто. Обозначим

Sel(Φ) :=
{
u ∈ S | u(t) ∈ Φ(t) при п.в. t ∈ [0, 1]

}
.

Это множество измеримых сечений измеримого многозначного отображения Φ не пусто
и, более того, для Φ имеет место представление Кастэна (см. [19, п. 8.1.2], [20, § 1.5]).

П р е д л о ж е н и е 2.2. Пусть заданы α > 0, x ∈ S, y ∈ S. Если для функции
g(t, ·) : Rθ0 → Rθ при п.в. t ∈ [0, 1] выполнено соотношение

(
x(t), y(t)

)
∈ Covα

[
g(t, ·); Φ(t)

]
,

то (x, y) ∈ Covα
[
Ng; Sel(Φ)

]
. В частности, если

(
x(t), y(t)

)
∈ Covα

[
g(t, ·);R

]
при п.в.

t ∈ [0, 1], то (x, y) ∈ Covα
[
Ng; S

]
.

Утверждения, аналогичные предложениям 2.1 и 2.2, при более ограничительных пред-
положениях на функцию θ получены в [11].

Теперь пусть заданы две функции: измеримая функция K : [0, 1]×[0, 1]→ R и функция
g : [0, 1]×R→ R такая, что при любом x ∈ R и п.в. t ∈ [0, 1] функция g(·, x) : [0, 1]→ R
измерима, функция g(t, ·) : R → R непрерывна. Определим линейный интегральный
оператор

K : Sθ0 → Sθ0 , ∀u ∈ S (Ku)(t) =

∫ 1

0

K(t, s)u(s)ds, t ∈ [0, 1],

и нелинейный интегральный оператор

Υ : Sθ0 → Sθ, ∀u ∈ Sθ0 (Υu)(t) = g
(
t,

∫ 1

0

K(t, s)u(s)ds
)
, t ∈ [0, 1]. (2.1)

Опишем множество липшицевости отображения Υ следующим утверждением.

П р е д л о ж е н и е 2.3. Пусть

k0 := vrai sup
t∈[0,1]

∫ 1

0

|K(t, s)|ds <∞,
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заданы x ∈ S, y ∈ S, β ≥ 0 и многозначное отображение Φ : [0, 1] ⇒ R, со значениями
Φ(t) 6= ∅, t ∈ [0, 1], и такое, что Sel(Φ) :=

{
u ∈ S | u(t) ∈ Φ(t) при п.в. t ∈ [0, 1]

}
6= ∅.

Определим функцию v = Kx ∈ S и многозначное отображение

Ω : [0, 1] ⇒ R, Ω(t) = (KΦ)(t) :=
{∫ 1

0

K(t, s)u(s)ds, ∀u ∈ Sel(Φ)
}
, t ∈ [0, 1].

Тогда, если для функции g(t, ·) : Rθ0 → Rθ при п.в. t ∈ [0, 1] выполнено соотношение(
v(t), y(t)

)
∈ Lipβ

[
g(t, ·); Ω(t)

]
, то (x, y) ∈ Lipk0β[Υ; Sel(Φ)].

3. Интегральное уравнение

Применим полученные утверждения к задаче об устойчивости решений интегрального
уравнения.

Пусть заданы измеримые функции K,Ki : [0, 1]× [0, 1]→ R ( i ∈ N ), удовлетворяющие
условию

ki := vrai sup
t∈[0,1]

∫ 1

0

|Ki(t, s)|ds <∞, i ∈ N . (3.1)

Пусть также заданы функции ỹ, ỹi ∈ S и функции f : [0, 1] × R × R → R, измеримые
по первому аргументу и непрерывные по совокупности второго и третьего аргументов.
Рассмотрим последовательность уравнений

fi
(
t,

∫ 1

0

Ki(t, s)x(s)ds, x(t)
)

= ỹi(t), t ∈ [0, 1]. (3.2)

Сформулируем условия существования при каждом i решения x = ξi ∈ S уравнения (3.2)
такого, что последовательность {ξi} ⊂ S сходится к решению x = ξ ∈ S уравнения

f
(
t,

∫ 1

0

K(t, s)x(s)ds, x(t)
)

= ỹ(t), t ∈ [0, 1]. (3.3)

Для произвольной функции x ∈ S при любом i ∈ N определим функции

g
[x]
i : [0, 1]× Rθ0 → Rθ

, ∀t ∈ [0, 1] ∀u ∈ R g
[x]
i (t, u) = fi(t, u, x(t)),

g
[x]
i : [0, 1]× Rθ0 → Rθ

, ∀t ∈ [0, 1] ∀u ∈ R g
[x]
i (t, u) = fi(t,

∫ 1

0

Ki(t, s)x(s)ds, u).

Заданные здесь функции g
[x]
i , g

[x]
i , очевидно, измеримы по первому аргументу и непрерыв-

ны по второму аргументу. Определим также при любом i ∈ N операторы Ki : Sθ0 → Sθ0

соотношением

∀u ∈ S (Kiu)(t) =

∫ 1

0

Ki(t, s)u(s)ds, t ∈ [0, 1].

Теорема 3.2. Пусть задано решение ξ ∈ S уравнения (3.3). Предположим, что при
каждом i ∈ N существует σi > 0 такое, что при i→∞ имеет место сходимость

Ri :=
1

σi
vrai sup
t∈[0,1]

θ
(
fi
(
t, (Kiξ)(t), ξ(t)

)
, ỹi(t)

)
→ 0.
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Далее, пусть для всех i ∈ N существует αi > σi такое, что для любой функции
x ∈ Ui := BSθ0 (ξ, Ri) при п.в. t ∈ [0, 1] выполнены включения(

x(t), ỹi(t)
)
∈ Covαi

[
g
[x]
i (t, ·);R

]
, (3.4)(

(Kix)(t), ỹi(t)
)
∈ Lipβi

[
g
[x]
i (t, ·); Ωi(t)

]
, (3.5)

где βi := ki
−1(αi − σi), Ωi(t) := [(Kiξ)(t) − kiRi, (Kiξ)(t) + kiRi]. Тогда для любого i ∈ N

существует решение x = ξi ∈ Sθ0 уравнения (3.2) такое, что последовательность {ξi}
при i→∞ сходится в пространстве Sθ0 к заданному решению ξ уравнения (3.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Уравнение (3.2) — это уравнение вида (1.4), в котором отоб-
ражения Fi : Sθ0 × Sθ0 → Sθ ( i ∈ N ) определены соотношением

∀x, u ∈ Sθ0 (Fi(x, u))(t) = fi
(
t, (Kiu)(t), x(t)

)
, t ∈ [0, 1],

а отображения Gi : Sθ0 → Sθ ( i ∈ N ) — соотношением

∀x ∈ Sθ0 Gix = Fi(x, x).

Покажем, что из предположений доказываемого утверждения следует выполнение усло-
вий теоремы 1.1 для данных отображений Fi, Gi.

Пространство Sθ0 является полным.
Зафиксируем произвольное i. Покажем, что Cl[Gi;S] = Sθ0 × Sθ. Из этого равен-

ства будет следовать третье включение в (1.5), так как в этом случае, в силу включения
Cl[Gi;Ui] ⊃ Cl[G;S], будет выполнено Cl[Gi;Ui] = Sθ0 × Sθ.

Итак, пусть дана произвольная последовательность {xn} ⊂ Sθ0 , элементы x ∈ Sθ0 и
y ∈ Sθ такие, что

d θ0(xn, x)→ 0, d θ
(
Gixn, y

)
→ 0 (при n→∞).

Покажем, что справедливо равенство Gix = y.

Из условия (3.1) вытекает, что d θ0(Kxn, Kx) ≤ k0ρ(xn, x)→ 0. Согласно определению
расстояний d θ0 , d θ между измеримыми функциями, получаем, что при п. в. t ∈ [0, 1]

выполнены соотношения

θ0
(
xn(t), x(t)

)
→ 0, θ0

(
(Kixn)(t), (Kix)(t)

)
→ 0, θ

(
(Gixn)(t), y(t)

)
→ 0.

Эти соотношения, в силу определения функций θ0, θ равносильны «обычной сходимости»

xn(t)→ x(t), (Kixn)(t)→ (Kix)(t), (Gixn)(t)→ y(t).

Отсюда в силу непрерывности при п. в. t ∈ [0, 1] функции f(t, ·, ·) (по совокупности двух
аргументов) (Gixn)(t) = fi

(
t, (Kixn)(t), xn(t)

)
сходится к (Gix)(t) = fi

(
t, (Kix)(t), x(t)

)
. А

так как, согласно принятым предположениям, имеет место сходимость (Gixn)(t) → y(t),

получаем (Gix)(t) = y(t), t ∈ [0, τ ]. Равенство Cl[Gi; S] = Sθ0 × Sθ доказано.
При заданном фиксированном i для произвольного x ∈ BSθ0 (ξ, Ri) отображение Fi(x, ·)

представляется в виде оператора Υ : Sθ0 → Sθ, определенного соотношением (2.1), где
функция g := g[x]. Определим отображение Φi : [0, 1]→ R со значениями

∀t ∈ [0, 1] Φi(t) = [ξ(t)−Ri, ξ(t) +Ri].
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Очевидно, это отображение измеримо, и множество его измеримых сечений Sel(Φi) =

BSθ0 (ξ, Ri). Для Ωi(t) := (KiΦi)(t) имеем Ωi(t) ⊂ Ωi(t), и поэтому из предположения (3.5)
следует (см. третье из соотношений (1.2))

(
(Kix)(t), ỹ(t)

)
∈ Lipβi

[
g
[x]
i (t, ·); Ωi(t)

]
. Соглас-

но предложению 2.3 выполнено включение (x, ỹi) ∈ Lipkiβi [Fi(x, ·);BSθ0 (ξ, Ri)], в котором
константа липшицевости kiβi = αi − σi < αi.

Для произвольного x ∈ BSθ0 (ξ, Ri) исследуем множество αi -накрывания отображения
Fi(·, x) : Sθ0 → Sθ. Это отображение есть оператор Немыцкого N

g
[x]
i

: Sθ0 → Sθ, порожден-

ный функцией g
[x]
i : [0, 1]×Rθ0 → Rθ

. Из условия (3.4) согласно предложению 2.2 следует
включение (x, ỹ) ∈ Covαi [Fi(·, x);S].

Итак, для отображений Fi, Gi выполнены все условия теоремы 1.1, и согласно этой
теореме существует решение x = ξi ∈ Sθ0 уравнения (3.2) такое, что ξi → ξ.

В заключение отметим, что в большинстве работ по интегральным уравнениям ис-
следуется уравнение (0.1), разрешенное относительно неизвестной функции. Это урав-
нение обычно рассматривается в банаховых пространствах непрерывных или суммируе-
мых функций. Полученные здесь результаты позволяют исследовать не разрешенное от-
носительно неизвестной функции интегральное уравнение не только в классе измеримых
функций, но и в пространстве Lp суммируемых со степенью p ∈ [1,∞] на отрезке [0, 1]

функций. При выполнении предположений теоремы 3.2, если дополнительно известно, что
решение ξ «предельного уравнения» (3.3) принадлежит пространству Lp, то для любого
i ∈ N существует решение ξi ∈ Lp уравнения (3.2) такое, что последовательность {ξi}
сходится к функции ξ равномерно, а следовательно, и по норме пространства Lp.
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